SOLUZIONI DEL II ALLENAMENTO REGIONALE TEMATICO

VENERDÌ 15 DICEMBRE 2017
1. Quanti sono i numeri naturali che in base 10 si scrivono con 3 cifre e in base 2 si scrivono con 7 cifre? 
SOLUZIONE

L’insieme dei numeri naturali che in base b si scrivono con k cifre è composto dai nu- meri compresi tra b k −1 e b k − 1, estremi inclusi. Infatti b k −1 si scrive con una cifra 1 e k − 1 cifre 0, ed è pertanto il primo ad essere costituito da k cifre, mentre b k si scrive con una cifra 1 e k cifre 0, essendo perciò il più piccolo composto da k +1 cifre, dunque il più grande composto da k cifre è il suo predecessore. In questo caso, con (b,k) = (10,3) si ottiene l’insieme dei numeri compresi tra 100 e 999, mentre con (b , k ) = (2, 7) si ottiene quello dei numeri compresi tra 64 e 127. Facendo l’intersezione si ricava l’insieme degli interi compresi tra 100 e 127, che sono 127 − 100 + 1 = 28. 
2. Trovare la soluzione positiva dell’equazione 
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SOLUZIONE

Per semplificare i calcoli poniamo 
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 così l’equazione diventa: 
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, mettendo a fattor comune e risolvendo viene 
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 che ha come soluzioni 
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3. Ad un corso serale l’età media è di 31 anni, l’età media degli uomini è 35 anni e l’età media delle donne è 25 anni. Qual è il rapporto tra il numero degli uomini e quello delle donne? Esprimi il risultato come somma tra numeratore e denominatore di questo rapporto.
SOLUZIONE

Sia x il numero degli uomini e y il numero delle donne. La media aritmetica è (35x+25y)/(x+y) =  31, da cui 4x = 6y e  x/y=3/2. La soluzione è quindi 5
4. Qual è il minimo valore dell’espressione 
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 al variare di x e y fra i numeri reali?
SOLUZIONE

x2−8xy +19y2−6y +14=x2−8xy +16y2+3y2−6y +3+11=(x−4y)2+3(y −1)2+11 
che vale almeno 11 in quanto i quadrati non sono mai negativi. Il valore 11 viene effettivamente raggiunto in quanto è possibile annullare contemporaneamente i quadrati (per (x,y ) = (4,1)) ed è pertanto il minimo. 
5. Se si scrivesse il polinomio 
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nella forma normale 
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, quale sarebbe la somma dei coefficienti 
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SOLUZIONE

Se 
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[image: image12.wmf]n

n

a

a

a

a

a

p

+

+

+

+

+

=

-

1

2

1

0

)

1

(

K

. Per ottenere la somma cercata è sufficiente quindi calcolare 
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6. Si vogliono trovare due numeri reali a e b aventi come somma 15 e tali che la somma dei loro cubi sia 2017. Qual è il prodotto ab tra questi due numeri? Indicare come soluzione la somma tra il numeratore e il denominatore della frazione (ridotta ai minimi termini) che esprime ab.
SOLUZIONE

Sviluppando il cubo di un binomio possiamo scrivere:
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. Siccome, per ipotesi, 
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 l’uguaglianza precedente diventa
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 che è ridotta ai minimi termine in quanto il numeratore non è divisibile né per 5 né per 3 (gli unici fattori primi di 45). La soluzione è 1358+45=1403.

7. Per ogni numero reale x, indichiamo con [x] la parte intera di x cioè il più grande numero intero ≤ x (ad esempio [9/2]=4, [π]=3, [2]=2). Sia q il più grande numero razionale con la seguente proprietà: se si moltiplica q per l'anno di nascita di Cartesio (1596) e si divide il risultato per l'anno di nascita di Eulero (1707) si ottiene esattamente [q].

Indicare come soluzione la somma tra il numeratore ed il denominatore della frazione (ridotta ai minimi termini) che esprime q.
SOLUZIONE

Osserviamo che, per ogni numero reale x, x<[x]+1. La relazione richiesta si può scrivere 
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Avendo dunque q<[q]+1, possiamo scrivere 
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 da cui segue che diventa 
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Essendo quest’ultima frazione strettamente compresa tra 14 e 15, se ne deduce che il più grande valore di [q] che verifica le condizione del problema è 14. Sapendo che 
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. Semplificando per 2, 3 e 7 si arriva a 
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 che non è ulteriormente semplificabile. La soluzione è dunque 569+38=607.

8. Sia s la minore tra le soluzioni dell’equazione 
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.  Determinare la parte intera del numero 
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SOLUZIONE

Calcoliamo, innanzitutto, il valore di s (nella formula risolutiva scegliamo il meno):
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Osserviamo poi che 
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Essendo 
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 e dunque il suo valore non influirà certamente sulle prime quattro cifre decimali della somma cercata (che influirebbero sulla soluzione). Il valore di 
[image: image34.wmf]s

s

-

1

 è:
[image: image35.wmf]5

2

19

5

38

1

20

5

2

20

20

5

40

1

5

2

1

5

2

1

5

2

5

2

20

19

5

2

20

19

19

5

2

20

19

5

2

20

1

19

5

2

20

=

=

-

-

-

+

=

+

+

×

-

-

=

+

-

-

=

-

-

-

.

Usando l’approssimazione 
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, il valore cercato è approssimato da 
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9. Sia dato un mazzo di 30 carte su ognuna delle quali è scritto un numero intero positivo da 1 a 30. Comunque prese 15 coppie di carte del mazzo, in modo che ogni carta compaia in una ed una sola coppia, considera la somma S dei prodotti che si ottengono moltiplicando fra loro i numeri di ogni coppia. Determina un decimo della somma fra il massimo dei valori di S ed il quadruplo del minimo dei valori di S.
SOLUZIONE

Per la disuguaglianza di riarrangiamento, dato A = {a1, a2, … , a2n} , con 0 < a1 < a2 < … < a2n , si ha:

Smin = a1 x a2n + a2 x a2n-1+ … + ai x a2n+1-i  + … + an x an+1
Smax = a1 x a2 + a3 x a4+ … + a2n-1 x a2n
Nel nostro caso dunque:

Smin = 1 x 30 + 2 x 29 + 3 x 28 + … + 15 x 16 = [image: image39.emf]
Smax = 1 x 2 + 3 x 4 + 5 x 6 + … + 29 x 30 = [image: image41.emf]
[image: image42.emf]
10. Qual è la somma dei valori assoluti di k per i quali il polinomio 
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SOLUZIONE

La somma delle tre radici deve essere 43 ed il loro prodotto 245 = 72 x 5; k invece è la somma dei prodotti delle radici a due a due. Se le radici sono tutte positive devono essere minori di 43, quindi le possibilità sono 35, 7 e 1 (somma 43) e 7, 7, 5 (somma 19). Se invece sono una positiva e due negative, quella positiva deve essere maggiore di 43: in questo caso le possibilità sono 49, -5, -1 (somma 43) e 245, -1, - 1 (somma 243).

Nei due casi in cui la somma è 43, consideriamo la somma dei prodotti delle radici a due a due per determinare i valori di k cercati.

35, 7, 1       (    k = 35 x 7 + 35 x 1 +7 x 1 = 287          (     |k| = 287

49, -5, - 1       (    k = 49 x (-5) + 49 x (- 1) + (- 5) x (- 1) = - 289       (     |k| = 289

La risposta è dunque 287 + 289 = 576

11. Si determini il minimo valore di 
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bd

bc

ad

ac

ab

1

1

1

1

1

1

+

+

+

+

+

, sapendo che a, b, c, d sono numeri reali positivi la cui somma è uguale al numero dei divisori di 19845. Si restituisca come risultato la somma di numeratore e denominatore della frazione ridotta ai minimi termini.
SOLUZIONE

Si determini il minimo valore di [image: image47.emf] , sapendo che a, b, c, d sono numeri reali positivi la cui somma è uguale al numero dei divisori di 19845. Si restituisca come risultato la somma di numeratore e denominatore della frazione ridotta ai minimi termini.
 [Risposta 0083]
Soluzione

[image: image48.emf]
Per la disuguaglianza di Mc Laurin, dati quattro numeri reali positivi a,b,c,d

[image: image50.emf]. Pertanto [image: image52.emf] 6 [image: image54.emf]. Quindi [image: image56.emf].
Della disuguaglianza di Mc Laurin scritta sopra, considerando in particolare [image: image58.emf] (che altro non è poi che la relazione fra media aritmetica e media geometrica), essendo a+b+c+d = d(19845) = d (34 5 72) = 5 x 2 x 3 = 30, si ha: 

[image: image60.emf] e quindi [image: image62.emf]. Passando ai reciproci possiamo scrivere [image: image64.emf] e quindi

[image: image66.emf] = [image: image68.emf] con 8 e 75 primi fra loro.  [image: image70.emf] è il minimo di [image: image72.emf] e si ha quando a = b = c = d=[image: image74.emf].

12. Sia 
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[image: image76.wmf]71

)

2

(

-

=

f

, determinare il valore di 
[image: image77.wmf])

60

(

f

.
SOLUZIONE

f(2x) = 2 f(x) + 2x2 +23

f(4) = 2 f(2) + 2 22 + 23 = - 142 + 8 + 23 = - 111

f(8) = 2 f(4) + 2 42 + 23 = - 222 + 32 + 23 = - 167

f(16) = 2 f(8) + 2 82 + 23 = - 334 + 128 + 23 = - 183

f(32) = 2 f(16) + 2 162 + 23 = - 366 + 512 + 23 = 169

60 = 32+16+8+4 pertanto f (60) = f(48+12) = f(48) +f(12)+2x48x12+23 = f(48)+ f(12) + 1175

Essendo f(48) = f(32)+f(16)+2x32x16+23 = 169-183+1047= 1033 e

f(12) = f(8)+f(4)+2x8x4+23 = -167-111+87= -191, si ha:

f (60) = f(48)+ f(12) + 1175 = 1033-191+1175= 2017.
13. Siano a e b due interi positivi relativamente primi. Nell’espressione 
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Nel triangolo di Tartaglia i due termini in questione sono 
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, dovrà quindi essere 
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, sviluppando si ha 
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14. Dato il polinomio 
[image: image91.wmf]7
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, indicate con a, b, c le sue radici, calcola 
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SOLUZIONE
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quindi calcolando con le identità di Newton:
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Il risultato è    
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15. Dato il polinomio 
[image: image102.wmf]2
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, indicate con a, b, c le sue radici, calcola 
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SOLUZIONE

Scrivendo il polinomio   considerando le sue radici si ottiene   
[image: image104.wmf])
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e si può osservare che 
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Quindi il numero cercato si po’ ottenere calcolando
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16. Sia  
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Iterando si ha 
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Ora  
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17. Trovare tutte le coppie 
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Svolgendo i cubi si ha: 
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19. Sia 
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 una funzione definita e con valori nell’insieme dei numeri razionali positivi. Sappiamo inoltre che 
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Mostriamo che se 
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20. Dati 17 numeri reali positivi 
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Sfruttando la disuguaglianza AM-GM si ha: 
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