CENNI SUL CONCETTO DI FUNZIONE

Dati due insiemi A e B, una funziofie una relazione tra gli elementi dell'insieme 4lieelementi
dell'insieme B tale che ad ogni elemento di A gpdnde uno ed un solo elemento di B.

Si potrebbe scriverd :a —» b (conal A e b[0B) doveb prende il nome dmmagine di a mediante la
funzione f oppuresi potrebbe scriverd : A — B (dove in questo caso sono evidenziati i due iniseem
non gli elementi a e b). Gli insiemi A e B si dicorispettivamente insieme di partenza e insienardro.

Quindi una funzione e un insieme di coppie di eletind primo scelto in A e il secondo scelto in B.
Es.Se A:{a; b; c} e B={:L'2;3}, una funzione da A a B potrebbe essere definitandéeme di coppie(a;1)
(b;1) (c;2) ma non dall'insieme di coppi@;1) (b;1) (a;2) (c;2)perché in questo caso all’elemento a
corrispondono due elementi in B.

Piu in generale, I'insieme A é chiamatominio della funzione, il sottoinsieme di B che contiduige le
immagini degli elementi di A & chiamatodominio della funzione.

Se A e B sono sottoinsiemi (propri o impropri) d{iRsieme di numeri reali) allora la funzione sidli
funzione reale di variabile realén questo caso gli elementi dell'insieme A soeagricamente indicati con
x e I'elemento che corrisponde a x in B si indioa &x) oppure con y. Si dice che x & la variabile
indipendente, y la variabile dipendente; si scrife:R -~ R/ y= f( 3, x y1 E

Spesso, come negli esempi che seguono, una furziassegnata mediante un’espressione analitida, 0ss
mediante una formula matematica.

In un piano cartesiano xOy l'insieme dei punti Raordinate (x; f(x)) si chiamgrafico della funzione.
Esempio 1

Disegniamo i grafici delle due funzioni f e g segitef(x)=2x+1 e g(x)=/ x> -1

[

f ha per dominio R e per codominio R
g ha per dominio I’insiem%e— oo;—l] ] [:L'+00[ e per codominidR™ (numeri reali maggiori o uguali a zero.)

Una funzione f: A- B si diceiniettiva se a due elementi distinti del dominio corrispammldue elementi
distinti nel codominio, cioélx, yOAXx#y= f(x) # f(y).
Analogamente si puo dire che una funzione & ingege[IX, yOO A f(X) = f(y) = x=Y.



Continua I'esempio 1

La funzione f sopra disegnata € iniettiva mentrieiteione g non lo e (notiamo dal grafico che
esistono infinite coppie di elementi nel domini@dfanno la stessa immagine, come ad esempio 1 e
- 1 per i quali si ha g(1)=g(-1)=0.

Una funzione si dicsuriettiva o surgettiva se il codominio coincide con il secondo insiemed@on B).
Questo vuol dire chd (A) = B, cioe che I'immagine dell'insieme di partenza oiile con tutto I'insieme

di arrivo.

Una funzione si dicbiiettiva o bigettiva se &€ contemporaneamente iniettiva e suriettivguésto caso si
ha che ad ogni elemento di A corrisponde un s@mehto di B (perché & una funzione) ma anche chie og
elemento di B € immagine di un solo elemento di A.

Se una funzione & biiettiva si pud definirduazione inversaf’: B - A.
Se tracciamo in uno stesso piano cartesiano iiagrai una funzione f e della sua inversa otteniamei
due grafici si corrispondono in una simmetria rigpalla bisettrice del primo e terzo quadrante.

Continua I'esempio 1
La funzione f dell’esempio € bigettiva e quindiasgibile definire la funzione inversa.

Come si trova la funzione inversa? Osserviamo elir Besiste la coppia (0;1) iftfci sara la
coppia (1;0), se in f esiste la coppia (2;3)Thd sara la coppia (3;2).

Per trovare I'espressione analitica d&fnecessario esplicitare la variabile x, cioé

se sostituiamo y a f(x), I'espressione di f diveyg@x+1 ed esplicitando X si avré%zy —%.

A questo punto scambiando di x e y e chiamandmyf¢(x) si ottiene I’equazione"Jf(x)zéx —% :

Grafici di f e di f*

/

Date due funzionfi eg, si dicefunzione compostadif eg, e si indica con il simbol@ o f (che silegge:

compostd”) la funzione definita da(go f)(X) = g( f(X)
graficamente: x—» f —» f(x) —>» —> g(f(x))

g
gof /

affinché sia possibile calcolagéf(x)), f(X) deve appartenere al dominiogdi
Si osservi che la composizione si scrive nell’oedimverso a quello di applicazione, cioe si scgkiena g
poi f se si applica prima f poi g.

Allo stesso modo € possibile definire la funzionenposta f (g(x)) (prima si applica la g poi la f) ma in
generale I'operazione non &€ commutativa.



Continua I'esempio 1
Infatti, scrivendo le due funzioni composte relatagli esempi sopra considerati si ha:

g(f () =g@x+1) =y (x+1)* -1
f(g(x) = f(VXx®-1) =2yx* -1+1.

Proprieta:
» la composizione di funzioni iniettive € una funzdniettiva
» la composizione di funzioni suriettive & una fumasuriettiva
« se f(g(x)) & una funzione suriettiva allora f € una funziomeestiva

« sef(g(x)) e una funzione iniettiva allora g & una funziamettiva

Una funzione si dicpari se f (—x) = f (X) mentre una funzione dice dispari sef (—x) = —f (X).

Il grafico di una funzione pari ha I'asse dellegme asse di simmetria (infatti, i punti del grafaticascissa x
e —x hanno la stessa ordinata perdi{éx) = f (X) ), mentre il grafico di una funzione dispari haigine O

degli assi come centro di simmetria (infatti, i putel grafico di ascissa x e —x hanno le ordirmposte
perché f (=x) = —f (X))

Continua I'esempio 1
La funzione g dell’esempio & pari perchgé-x) = \/(—X)Z —1=x>-1=g(x).

Una funzione si dicperiodica se esiste T>0 tale chi(x) = f (x+T) per ogni x.

Una funzione si dice:
» strettamente crescentse X >y = f(X) > f(y)

« crescente in senso lato o debolmente crescersex >y = f(X) = f(y)
« strettamente decrescentse X >y = f(X) < f(y)
« decrescente in senso lato o debolmente decrescesgex >y = f(x) < f(y)

Una funzione strettamente crescente o strettangectescente si dice strettamente monotona.
Una funzione strettamente monotona € invertibile.
Una funzione biettiva o biunivoca e invertibile.

CENNI SULLE EQUAZIONI FUNZIONALI

Questo argomento generalmente viene trattato @ite individuali ma pensiamo sia comunque utile per
apprendere delle tecniche di soluzione di quebi#i contengono funzioni.

Un’equazione funzionaleé un’equazione che ha per incognita una funzisifernisce un’'uguaglianza in
cui compare una funzione incognita f e si chiedeéetierminare tutte le funzioni f che la verificano.

Esempio 2
determinare tutte le funzioni f tali che f(x + y¥x) + f(y)

Non esistono grandi teoremi o risultati cardindesatjuazioni funzionali, 'unica cosa da fare évare

a fare manipolazioni algebriche e sostituzioni difgadal testo dell’esercizio per arrivare a edtdre la

f(x).

Suggerimenti

Potrebbe essere utile :

1. controllare se funzioni particolarmente semplicine le costanti o le funzioni lineari, verificano
'equazione;



sostituire alle variabili x oppure y qualche numégeneralmente partendo da 0,1..);

scrivere una stessa cosa in piu modi; per esemsdiesercizio ci fornisce f(a+b) in funzione di¥@
f(b) si potrebbe tentare di scrivere f(2) come i(leppure f(4) come f(1+ 3) oppure f(2+2);

4. fare dei cambi di variabilem, cioé, ad esempiotitiie x+1 con z e riscrivere I'equazione in fumze
di z.

wnN

Vediamo qualche esempio in cui si sfruttano le itd@nsopra elencate.

Esempio 3
Risolvere I'equazione funzionale f(x +y) = f(x)f¢y) con f : Q - Q.

Soluzione:Cerchiamo innanzitutto le soluzioni costanti: ¢ £ k, deve essere k = k + k

e quindi k = 0. La funzione costante f(x)=0 e swoe.

Se invece proviamo a sostituire la generica furezioreare f(t) = at + b, con a e b costanti dardeiteare,
otteniamo: a(x +y)+b=ax+b+ay+b

che é identicamente verificata se e solo se ber @ualunque valore di a.

Quindi tutte le funzioni del tipo f(t) = at sonolsrioni dell’equazione.

Osservazione:queste soluzioni sono uniche se X, y appartengd@dnumeri razionali), mentre

nell'insieme di numeri reali non si puo dire nulla dimostrazione éomplessa. Questo tipo di equazione
funzionale si chiamaquazione di Cauchy

Esempio 4
Risolvere I'equazione funzional&(xy) = (f (x) —1) f (y) - x* +1.
Soluzione:si pud cominciare cercando di sostituire qualalm@ero o alla x o alla y.

Proviamo ad esempio sostituenda O(cosi si annullano varie cose).

Si ottiene
fO=(fO)-Df(y)+1
(fO-D-(fO)-Df(y)=0

(fO)-DA-f(y)=0

che si puo scrivere come

quindi raccogliendo, si ottiene:

Dalla relazione sopra scritta si ottengono le dual&ioni:
(f0)-2)=0 oppure @-1f(y)=0
La seconda condizione equivalefdy) =1 [y [0 R, quindi la funzione cercata sarebbe una funzione

costante e uguale a 1. E’ possibitle3empre necessario fare la verificacioé sostituire nell'equazione
iniziale e vedere se si ottiene un’identita.
Verifico:

1=@1-)0-x*+1
e semplificando si ottiene:
x*=0
Non abbiamo ottenuto un’identita (questa equazéowerificata solo per x=0) quindi la soluziof€x) =1
non e accettabile.

Considero la seconda condizione, cibé) =1, e provo a fare una sostituzione opportuna (divawrco

una sostituzione che annulli qualcosa nell’equagion
Provo a sostituirey = 0 e ottengo

f(0)=(f(x)-Df(@0)-x*+1
e sostituendof (0) =1 si ottiene
f(x)=x*+1.



Potrebbe essere la soluzione?
Verifico sostituendo nell'equazione iniziale: siiebe

X2y? +1=(x*+1-1)(y* +1) - x> +1
X7y? +1=x"y? +1
che & un'identita e quindi la funzionk(x) = x> +1 & la soluzione cercata.

Esempio 5
Si determini I'equazione della funziorie: R —» R suriettiva tale che

f(x=1(y)) =2f(x) +x+ f(y)
Soluzione:vediamo come la condizione di suriettivita perielittrovare subito la soluzione. Infatti, in
questo caso non conviene sostituire un numeroallalla y, ma sostituire direttamentefdy) (considerato
che f (y) puo assumere un qualunque numero reale).
Ponendof (y) =0 si ottiene immediatamentk(x) = 2f (X) + X e quindi f (X) = —x.
Verifichiamo che la funzione trovata risolve I'egi@ne:

fx=f(y) = f(x+ P==-x y=2(- J+ x y¥- x )
Dunque—-xX—-y=-X—-YV.

Osservazioni:come abbiamo visto la risoluzione di equazioni fanali &€ generalmente un esercizio
complesso, ma I'importante € non farsi impaurirepdablema e cominciare a fare qualcosa di “seraplic
(come sostituire o verificare con funzioni note..)...

Esercizi proposti
Esercizio 1

2 (x) +1
2

Data una funzione tale che(x +1) = e tale chef (2) = 2, quanto vale f(1)?

Esercizio 2
Sapendo che f & una funzione dispari, cioe tald(eke= -f(x) per ogni x, quale delle seguentiiéusamente
una funzione dispari?

A) f(x)-1 B) (f())*  C) (FJF +f(x) D) ()’ +1 E) (F)F+f(x)

Esercizio 3
Trova tutti i polinomi che verificano I'equazionéxp1)=p(x) +2x+1.

Esercizio 4
Trova le funzionif : R - R che verificano I'equazione funzionale:

FOX*+y)+ F(F(x)-y) =2f(f(x)+2y’
Suggerimento:sostituire primay =0 e poi y = f(X) - x”......

Esercizio 5

Risolvere I'equazione funzional% f(—x)+ f(lj =X (conf:R, - R))
X X

, - 1
Suggerimento sostituireX con —— e sommare........
X

Esercizio 6
Sia f una funzione reale di variabile reale chefiearle condizioni:

f L0+x)=f @L0-Xx)
f (20+x) =—f (20— x)
per ogni valore di x.  Si dimostri che f &€ digmaperiodica.



